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QUELQUES REMARQUF~ SUR L 'EQUIVALENCE 
E I .~MENTAIRE  ENTRE GROUIPES OU T IR~HJ . IS  
D'AUTOMOR1PHISMF_S DE CHAINF_~ 2 -HOMOGENES 
Mich~le JAMBU-GIRAUDET 
32, rue de la REunion, 75020 Paris, France 
Let T be a 2-homogeneous chain and AT be the set of all automorphisms of T. By previous 
results, in either of the group AT or the lattice AT, we can interpret the Dedekind completion 
of T and the action of AT on it. Using these results, we prove that each of the existence, the 
number (if finite), the infiniteness and (for some cardinals) the cardinal number of orbits, or of 
orbits of a given character c,~ m (where n and m are finite) are characterized by the satisfaction 
of a first-order formula in the group as well as in the lattice AT. 
Introduction 
Soit Tune  chaine 2-homog~ne, c'est h dire sans extr6mes, non vide, et dont 
deux intervalles ferm6s quelconques sont isomorphes, et AT l'ensemble de ses 
automorphismes d'ordre. Quand on travaille avec un langage du premier ordre, il 
est indiff6rent, d'apr~s [5], de consid6rer AT comme un groupe (pour la loi de 
composition), comme un treillia (pour la comparaison point par point), ou comme 
une structure h deux sortes d'objets, les automorphismes de T et les 616ments de 
T, munie de l'action des premiers ur les seconds et de l'ordre de T, les langages 
de ces trois structures 6tant interpr6tables les uns dans les autres moyennant un 
ou deux param~tres. 
Darts la perspective d'une classification de ces structures ~ 6quivalence 
616mentaire pros, le type de r6sultat le plus frappant est l'existence d'une formule 
dont la satisfaction caractgrise une structure AT parmi toutes les autres 
isomorphisme pr~. Les seuls rgsultats de ce type ont 6t6 obtenus par W.C. 
Holland et Y. Gurevich pour le cas oR Test  la chaine des rationnels, la chaine des 
r6els, ou l'une de certaines longues lignes (voir [4] et [3]). 
En opposition avec ce type de r6sultat, il est clair qu'il existe deux chaines 
2-homog~nes T et T' non-isomorphes et telles que AT et AT' soient 
616mentairement 6quivalents: En effet, il y a des chaines 2-homog~nes n tout 
cardinal infini (les chaines sous-jacentes h un corps totalement ordonn6 par 
exemple) et au plus 2 K° th6ories du langage qui est d6nombrable. 
Lors de la Conf6rence sur les Ensembles Ordonn~s et leurs Applications de 
Juillet 1982, K. Pr ik~ et M. Rubin m'ont fait observer clue de telles chaines T et 
T' peuvent m6me 6tre recherch6es parmi les sous-chaines de la chaine R des 
r~els: En effet, R contient 22-0 corps distincts contenant la sous chaine Q des 
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rationnels, un 
induit par Fun 
de R dont les 
Qu'i l  sagisse 
ment grandes, 
isomorphisme d'ordre entre deux de ces corps ne peut qu'6tre 
des 2 ~o automorphismes d'ordre de R, il y a donc 2 2"° sous-corps 
chaines ous-jacentes ne sont pas isomorphes. 
de sous-chaines des r6els ou de chaines de cardinalit6s arbitraire- 
aucun exemple de deux chaines 2-homog~nes T et T' non- 
isomorphes et teUes ques AT et AT' soient 616mentairement 6quivalents n'est 
connu. I1 n'est pas non plus prouv6 que le nombre maximum de th6ories possibles 
pour les structure AT, 2 ~o, soit r6ellement atteint. 
Pour mieux cerner ces probl~mes, on trouvera dans [3] une liste de propd6t6s 
de la chaine 2-homog~ne T qui sont 6quivalentes h la satisfaction d'une formule 
par AT. Pour l'essentiel, ces propri6t6s d6crivent le  comportement de sous- 
ensembles d6nombrables de T. Nous ajoutons ici h cette liste quelques propd6t6s 
qui d6crivent le comportement de certains sous ensembles non d6nombrables 
de T. 
1.  D~ni t ions  e t  rappeb 
Soient T une chaine, AT  son groupe (ou treillis, pour l'ordre point par point) 
d'automorphismes et Gun sous groupe sous treillis de AT. Le groupe G est dit 
o -n  transitif sur T pour un entier h si, pour tom (xl, x2 , . . . ,  x~) et (yl, Y2, . . . ,  Y,) 
n-uples croissants de T, il existe un 616merit g de G tel que g(x0 = g(Yi) pour 
chaque i=  1, 2 , . . . ,  n. Pour tout entier n~>2, les assertions suivantes sent 
6quivalentes (voir [2]): 
- G est o-2 transitif sur T; 
- G est o-n transitif sur T. 
Chacune de ces assertions implique bien 6videmment que Test  2-homog~ne. 
Dans cet article, T d6signera toujours une chaine 2-homog~ne t T son 
compl6t6 de Dedekind sans extremes. Soulignons que T n'est pas en g6n6ral 
2-homog~ne: les bornes sup6deures de deux sous-ensembles born6s de T de 
cofinalit6s diff6rentes, par exemple, ne sauraient se correspondre par aucun 
automorphisme de T. Le groupe d'automorphismes de T, AT, sera consid6r6 
comme agissant sur T, chacun de ses 616ments se prolongeant de mani~re unique 
en un automorphisme de T. Nous de distinguerons donc pas, dans les notations, 
un 616ment de AT de son prolongement ~ T. 
La structure consid6r6e a pour domaine AT O T. C'est une interpr6tation d'un 
langage L comportant: 
- On pr6dicat unaire pour caract6riser les 616ments de AT. Nous nous contente- 
rons de consid6rer eAT  et ~ T (sa n6gation) comme des symboles du langage; 
- Un pr6dicat ernaire interpr6t6 par Faction de AT sur T. Nous noterons f ( t )  = s 
le pr6dicat (pour f, s, t variables) ou son interpr6tation (pour f dans AT et t et s 
dans ~e); 
- On pr6dicat binaire ~< interpr6t6 par l'ordre de T, 6galement not6 ~< (l'ordre du 
treinis AT sera aussi not6 ~<sans que cela entraine de confusion). 
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I1 est clair que ce langage L contient le langage du groupe et le langage du 
trei!!is AT, e'est ~t dire que, pour toute formule F du langage des groupes ou du 
langage des treillis, il existe une formule de L qui est satisfaite dans ATU T si et 
seulement si F est satisfaite dans le groupe ou le treiUis AT. 
Dans [5] nous avons 6tabli, pour une classe de groupes plus large, une 
r6ciproque de cette propri6t6: 
Th~or~me. Soit F une lormule du langage L, chacune des assertions uivantes: 
- F est satisfaite soit par AT U T soit par AT U T'; 
- F est satislaite ?l la lois par AT U T et par AT O T' 
est &luivalente ~ la satisfaction d'une [ormule du langage des groupes par AT. 
Chacune des assertions uivantes: 
- F est satisfaite soit par ATU T soit par (ATU T')'; 
- F est satis[aite ~ la lois par AT O T et par (AT O T')' 
est &luivalente ~t la satisfaction d'une [ormule du langage des treillis par AT. 
Dans ce th6or~me, AT U T' est la structure obtenue n rempla~ant l 'ordre de 
par son ordre dual dans AT O T, (AT U T)' en interpr&ant par f(s) = tce  qui 6tait 
interpr6te par l(t) = s dans AT U T. 
Dans le langage des groupes (resp. des treiUis) sans param~tre nous avons 
6videmment une interpr6tation sans ambiguit6 de AT U T si nous avons une 
formule de L satisfaite par AT U T et non par AT O T' (resp. par (AT U T')'). 
Nous verrons dans ce texte des exemples de cas oh il existe une telle formule. Ce 
n'est cependant pas le eas g6n6ral, comme nous l'avons montr6 dans [5]. 
Telles que cit6es ei-dessus, les interpr6tations de L '/l la dualit6 pros' donn6es 
par le th6or~me sont suffisantes pour transmettre des crit~res de non 6quivalence 
616mentaire de structures du type AT U T au groupe et au treillis AT  correspon- 
dant. Nous travaillerons done d6sormais dans le langage L. 
Les notions suivantes ont d6fmissables dans L: 
- Orbite: Si t et s sont dans T, t et s sont dans la m6me orbite si il existe un l 
dans AT tel que l ( t )=  s. (Tousles 616ments de T sont dans la m6me orbite); 
- Support: S i t  est dans T et [ dans AT, t est dans le support de l, not6 Sf, si 
l ( t )~  t; 
- Restriction: Si Ie t  g sont clans AT, Ies t  une restriction de g si, pour tout t dans 
T, [ ( t )= t ou f ( t )= g(t), et si l~  e, o~ e d6signe l'identit~. 
- Bosse: Si [e t  g sont dans AT, fes t  une bosse de g s i f  est une restriction de g 
et si Sf est un sous-ensemble convexe de T; fes t  une bosse si Ies t  une bosse de f. 
Pour toute d6finition ou d~monstration ne figurant pas dans ce texte, nous 
renvoyons le lecteur h [2] pour les propri&~s des groupes d'automorphismes de 
chaines et ~ [1] pour la terminologie proprement logique. 
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2. (~e lqaes  formules de L 
D6finilion 1. Nous appelons type d'ordre de Sf, o/1 f est un 616ment de AT, le 
type d'isomorphisme de la chaine constitu6e par l 'ensemble des supports des 
bosses de [ muni de l'ordre induit par celui de T sur cette famille de sous 
ensembles convexes et deux ~ deux disjoints de T. 
Proposition 2. L'ensemble des ~l~.ments de AT dont le support a pour type d'ordre 
un ordinal (resp. le dual d'un ordinal) est d~finissable. 
~nst ra f ion .  Soit f un 616ment de AT. La formule suivante st une formule du 
langage L h param~tre f:
"Pour toute restriction u de f il existe une bosse v de u telle que, pour toute 
bosse v' de u, pour tout t darts So et pour tout t' dans S~,, t ~< t'." 
EUe est satisfaite si et settlement si, dans l'ensemble des supports des bosses de 
f, tout sous ensemble non vide a un premier 616ment, donc si et settlement si le 
type d'ordre de S¢ est un ordinal. [] 
Proposition 3. L'ensemble des dldments de AT dont le support a un type d'ordre 
[ini est dC, finissable. 
D6moastration. Un type d'ordre est fini si et seulement si il est ~ la lois un 
ordinal et le dual d'un ordinal. [] 
Notons que la proposition 3 est le point de d6part de l'interpr6tation clans 
ATU T d'arithm6tiques d'ordre fini clue nous traiterons clans un article a venir. 
~ n  4. Nous noterons to ou too le premier ordinal infini et, pour chaque 
entier n, ton le (n + 1)e ordinal r6gulier (par abus de langage, ~on d6signera ussi le 
(n + 1)e cardinal infini); to" est la chaine duale de to,. 
ProposWmn $. L'ensemble des dl~,ments de AT dont le support a pour type d'ordre 
to (resp. to') est d~finissable. 
~lt ra t ion .  Pour f dans AT, S rest  de type d'ordre to si et seulement si c'est 
un ordinal infini dont tout sous ensemble non cofinal est fini. La technique pour 
6crire cette formule darts le langage Lest  analogue ~ celle utiK~,e pour d~montrer 
la proposition 2. [] 
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Proposition 6. Pour chaque entier n, l' ensemble des ~l~ments de AT dont le support 
a pour type d'ordre to, (resp. to') est d~finissable. 
l )~mons~ion .  ~ proposition 5 donne le r6sultat pour n = 0. Supposons la 
d6monstration faite pour tout entier i strictement inf6rieur h l'entier n. Soit f un 
616ment de AT, la formule suivante st une formule du langage L avec param~tre 
¢. 
j .  
jr# e, le type d'ordre de Sf est un ordinal, toute restriction u de f teUe que S,, 
ne soit pas cofinal dans Sf admet une restriction v telle que S~ soit cofinal dans S,, 
et de type d'ordre fini ou to~ pour un i < n, et aucune restriction u de f telle que S., 
soit cofinal dans Sf n'est de type d'ordre fini ou toi pour un i < n. 
Elle est satisfaite si et settlement si S~ est de type d'ordre to,. []  
Th6ol~me 7. Pour chaque entier n, chacune des propri~t~s suivantes est &tuivalente 
fi la satisfaction d'une [ormule de L par AT U T: 
- T contient une sous chaine isomorphe fi to. (resp. fi to~); 
- T est de cofinalit~ (resp. co-initialit~) to, (resp. to~). 
D6monstration. Supposons que T contienne une sous chaine C de type d'ordre 
to., o~ nest  un entier. 
Puisque ]a chaine T est 2-homogEne, elle est dense et tout intervalle de 
contient le support d'une bosse, l1 existe donc un 616ment f de AT  ayant 
exactement une bosse entre chaque 6]6ment de C et son succcsseur ¢t 6gal ~t 
l'identit6 en dehors de l'enveloppe convexe de C. Le support de f est de type 
d'ordre to,. L'existence de f implique la satisfaction de la formule "il existe un 
616ment de AT  dont le support a pour type d'ordre to,". qui est une formule de L 
d'apr~s la proposition 6. 
La r6ciproque st 6vidente. 
Dans cette d6monstration, la chaine C est born6e si et seulement si Sf l'est, et 
"Sf est bornC' est une formule de L ~ param~tre f. [] 
D6~i l ion  8. Soient net  m deux entiers et tun  616ment de T. Nous dirons que t 
est de caract~re c~_ si oJ, est la cofmalit6 de l'ensemble des 616ments de T 
inf6rieurs ~ t, qu'il est de caract~re c_,~ si o~ est la co-initialit6 de l'ensemble des 
616ments de T sup6rieurs h t, et qu'fl est de caract~re c~,, si il est de caract~res 
c~_ et c_,m. 
$i t cst de caract~re c~_, c_.,~ ou c~m, il en cst de m~me de tousles 616merits de 
qui sont darts la m6me orbite que t. Nous dirons alors que cette orbite est de 
caract~re c,~_, c_,~ ou c~m. 
Thimdmme 9. Pour chaques n, m et p entiers, chacune des propri~t~s suivantes est 
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~.quivalente 
(1) "F a 
(2) T a p orbites; 
(3) 7" a une inlinit~ 
(3') T a une inlinit~ 
(3'9 7" a une inj'init~ 
(4) T a p orbites de 
(4') T a p orbites de 
h la satisfaction d'une [ormule de L par ATU T: 
une inJinit~, d' orbites ; 
d'orbites de caract~re c~_; 
d'orbites de caract~re c_,m; 
d'orbites de caracti~re c~;  
caract~re c, _ ; 
caracti~re c_.~ ; 
(4") T a p orbites de caract~re c,,~; 
' .  et, si ~" a une sous chaine isomorphe ?t to o ou to o. 
(5) T a% orbites ; 
(6) T a to o orbites de caract~re c~_; 
(6') 7" a too orbites de caract~re c -m;  
(6") T a too orbites de caracti~re c~,,. 
D6monstmtion. (1) La formule suivante est une formule de L: 
I1 existe deux 616ments positifs u et v de AT tels que: v a une infinit6 de bosses, 
si west  une bosse de v, la borne ird6deure de u et w n'est pas l'identit6; et: pour 
toutes bosses wl et WE de v h supports major6s dans T, si ul est la borne 
irff6rieure de u et Wx et u2 est la borne inf6deure de u et WE, les bornes 
sup6deures de S~, 1 et S~ dans T ne sont pas dans la m6me orbite. 
Sa satisfaction implique que T a une iafinit6 d'orbites. 
R6ciproquement, si T a une infinit6 d'orbites, soit v un 616merit positif de AT 
ayant to bosses wi, i ~ to. Puisque Test  2-homog~ne, tout intervalle de T contient 
un point de chaque orbite et tout point de Test  borne sup6rieure du support d'un 
616ment. Choisissons done, pour chaque i, un 616ment positif u~ de AT tel que  S~ 
soit contenu dans S~, et raisons ce choix de telle sorte que les bornes sup6deures 
des S~ soient dans des orbites toutes distinctes. En notant u l'616ment d6fmi par 
u(t) = u~(t) si t est dans S~ pour tin i, u(t) = t sinon, on constate ais6ment que la 
formule ci-dessus est satisfaite. 
(2) Ne cherchons pas ici la formule la plus 6vidente mais une modification de la 
formule donn6e en* (1) ais6ment g6n6ralisable au reste des d6monstratious du 
th6or~me: Pour exprimer dans L le fait que T a p orbites, on peut remplacer dans 
la formule donn6e dans la d6monstration (1) la sous-formule "v a une infmit6 de 
bosses" par la sous-formule "il existe exactement p 616ments de AT qui sont les 
bosses de v". 
(3 ) , . . . ,  (6") pour 6crire les autres formules uivant les m~,mes techniques il suttit 
maintenant de savoir d6finir des sous-ensembles discrets d'616ments de T de 
caract~re c~,,, (ou c~_ ou c-.m, ce qui est plus simple). Or, pour t dans T, la 
foiumle suivante st uric formule de L h param~tre t:
II existe deux 616ments positifs ux et u2 de AT tels que S,., soit infedeur h S~, 
que t soit le seul point de T entre S~, et S~, que S~ soit de type d'ordre to. et que 
S~ soit de type d'ordre to' .  
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Sa satisfaction est 6quivalente au fait que t soit de caract~re c~.m. 
Une paire d'616ments ul, u2 de AT telle que t soit le seul 616ment de 7" entre 
S,1 et S~ caract6risant t sans ambiguit6, de la m6me facon que, dans la 
d6monstration de (1), un 616ment/l support major6 caract6dsait sans ambiguit6 la 
borne sup6rieure de son support, on peut suivre, pour les d6monstrations de (3)/t 
(6"), la m6me d6marche que pour la d6monstration de (1). [] 
3. Conclusion 
Les th6or~mes 7 et 9 fournissent des crit~res pour montrer la non-6quivalence 
616mentaire de structures du type AT U T, mais aussi de groupes et de treillis du 
type AT  (voir paragraphe 2). Ils montrent 6galement qu'il existe, pour certaines 
chaines 2-homog~nes T, une formule de L satisfaite dans AT U T et non dans 
AT t3 "F' et (AT t.J T')', donc une interpr6tation sans ambiguit6 (dans le sens donn6 
au paragraphe 2) de L darts le langage des groupes et dans le langage des treiUis (le 
cas le plus simple est celui of 1 Test  de cofmalit6 ~. pour un entier net  n'est pas 
de co-initialit6 to,: on obtient ais6ment un tel Ten  prenant un sous-ensemble 
convexe convenable d'une chaine 2-homog~ne de cardinal sut~ant, de l'ordre 
sous-jacent/~ un corps totalement ordonn6 par exemple.) 
Appendice 1 
L'interpr6tation de types finis d'arithm6tique en pr6paration et h laquelle nous 
avons d6j/~ fait allusion donnera un r6sultat plus satisfaisant que (5) h (6") du 
th6or~me 9 en permettant d'exprimer par une formule de L: T a une famille de 
9" v intervalles deux h deux disjoints, oh pest  un entier et J'p le (p + 1) cardinal 
de Beth. Nous aurons alors, pour tous n, met  p entiers, et sans condition sur T, 
l '6quivalence/l une formule de L de la propd6t6: T a 9"p orbites de caract~re c~m. 
Appendiee 2 
Pour ne pas alourdir ee texte, nous n'avons pas 6none6 ses r6sultats dans toute 
leur g6n~ralit~: On constatera is6ment, par exemple, qu'ils restent vrais si on 
remplace AT par un de ses sous-groupes sous-treillis G pouvu ClUe G soit 0-2 
transitf sur T, dos par restriction, et lat6ralement eomplet (c'est ~ dire contenant 
la borne sup6rieure de ehacun de ses sous-ensembles dont les 616ments ont 
positifs et ~ supports deux/l  deux disjoints). Ils restent encore vrais si on remplace 
13 par l 'ensemble de ses 616ments positifs. 
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Appendice :3 
Notons que, si nous avons d6fmi dans la proposition 5 l'ensemble des 616ments 
(des structures consid6r6es dans l'appendice 2) dont le support a pour type d'ordre 
un ordinal, il ne nous a pas 6t6 possible, jusqu'h pr6sent, de savoir si 
l'interpr6tation de l'6galit6 (et, ce qui en d6coulerait, de l'in6galit6) entre ordinaux 
6tait possible dans le cas g6n6ral. Cette interpr6tation est cependant possible 
dans certains cas particuliers (celui (avec G.C.H.) o5 la chaine Test  satur6e 6tant 
le plus simple) et fera l'objet d'une autre 6tude. Les interpr6tations de la somme 
et du produit se feront alors sur l'ensemble d'ordinaux obtenu comme elles se font 
sur to dans l'interpr6tation de l'arithm6tique du premier ordre (appendice 1). 
Dans le cas g6n6ral, l'utilisation d'un param~tre convenablement choisi pout 
permettre l'interpr6tation d'un ensemble d'ordinaux (comme ensemble des re- 
strictions du param~tre) mais ne semble pas d6boucher sur des crit~res 
d'6quivalence 616mentaire. 
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